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摘要　 Pao在一篇文章中讨论半线性抛物方程第三初边值问题全局解不存在性问题时 ,遗留
一个未解决的问题:当初值 u0 (x )在某区间 [A ,B ]内变化时 ,全局解是否存在不得而知 .本文将缩小
区间 [A , B ]的长度 ,从而对这一遗留问题作了部分解决 .
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Pao
[1 ]讨论如下半线性抛物方程第三初边值问题
　　　
 u( x , t ) t - Δu= au1+ T,　 ( x , t )∈ K× ( 0, T )
 u n+ eu= 0,　 　　　　 (x , t )∈  K× ( 0, T )
u (x , 0)= u0 ( x ) ,　 　 　 x∈ K
( 1)
其中 a、T、e为正常数 ,n 为 K的单位外法向量 ,u0 (x ) ∈ C0 (K- )且 u0 ( x )> 0满足 u0 n+ eu0= 0
当 x∈  K时 ,考虑特征问题
　　　
Δj(x )+ λj( x )= 0,　 x∈ K
 j n+ ej= 0,　　 　　 x∈  K
( 2)
设对应第一特征值 λ1> 0的特征函数为j(x )> 0,并规范化 maxK- j(x )= 1.文 [1]的结论是
引理 1　当 u0 ( x )> (λ1a ) 1 /T· ( minK- j( x ) ) - 1· j( x )时 ,问题 ( 1)不存在全局解 ;当 u0 ( x ) <
(
λ1-θ
a
) 1 /T)·j(x ) ,其中θ∈ ( 0,λ1 )时 ,问题 ( 1)存在全局解 .
不妨记 A= (λ1a ) 1 /T· j( x ) ,B= (λ1a ) 1 /T· ( minK- j( x ) ) - 1· j( x ) ,文 [1 ]遗留的一个未解决的
问题是当 A≤u0 ( x )≤B时 ,问题 ( 1)是否存在全局解不得而知 .十几年来 ,这一遗留问题无任
何本质性的解决 .本文将采取与文 [1]不同的方法 [3 ]去探讨这一问题 ,指出:当 u0 ( x )≥ (λ1a ) 1 /T
时 ,问题 ( 1)不存在全局解 .由于 A < (λ1a ) 1 /T < B ,因此 ,当 (λ1a ) 1 /T≤u0 ( x )≤ B时 ,仍可判断得到
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问题 ( 1)不存在全局解的结论 ,就这部分解决了文 [1 ]遗留的问题 .
定理 1　当 u0 (x )≥ (λ1a ) 1 /T时 ,问题 ( 1)不存在全局解 .
证　由文 [1 ] ,用上下解方法可证问题 ( 1)存在局部古典解 ;由比较原理可知解 u ( x , t )>
0.对特征问题 ( 2) ,记其第一特征值为λ1> 0,对应的特征函数为 h(x )> 0,并规范化 Kh(x ) dx
= 1 ,注意区别文 [1]所取的特征函数j(x ): maxK- j(x )= 1.
在 ( 1)中方程两边乘以h(x ) ,然后在K× ( 0, t )上积分
　　　 K dt∫t0uth( x ) dt -∫t0dt KΔu  h( x ) dt =∫t0dx K au1+ T hdx
分部积分得
　　　 K u ( x , t )  h( x ) dx - K u0  hdx -∫t0dt∫ Kh u n ds+∫t0dt∫ Ku h n ds -∫t0dt K u  Δhdx
　　　 =∫t0dt K au1+ T h(x ) dx
注意在 K上 u n = - eu, h n = - eh,在K内 Δh= - λ1h,代入上式得
　　　 K u ( x , t )hdx = K u0hdx +∫t0dt K au1+ Thdx -∫t0dt Kλ1uhdx ( 3)
注意到 Kh( x )dx = 1,由 H lder不等式有
　　　 K u1+ Th(x ) dx≥ ( K uhdx ) ( 1+ T) ( 4)
记　　 I ( t ) = K u ( x , t )  h(x ) dx , I ( 0) = I0 = K u0  h(x ) dx≥ (λ1a ) 1T
由式 ( 3)和 ( 4)得
　　　 I ( t ) = K uhdx≥ I0 +∫t0dt [a ( K uh( x ) dx ) 1+ T - Kλ1uhdx ] G( t ) ( 5)
于是有
　　　G( 0)= I0
和　　 dG( t )
dt
= a ( K uh(x ) dx ) 1+ T- Kλ1uhdx = a I ( t ) 1+ T - λ1I ( t )
再定义函数 f ( y )= ay1+ T-λ1y ,当 y≥ (λ1T)
1 时 ,有
　　 1) f ( y )≥ 0;
　　 2) f ( y )关于 y严格单调增加 .
因此 ,由式 ( 5)得
　　　 f ( I ( t ) )≥ f (G( t ) ) ( 6)
现用反证法证明定理 1,即反设当 u0 (x )≥ (λ1a )
1T时 ,问题 ( 1)存在全局解 ,则对任给时刻 T
> 0,有 lim
t→ T supK u ( x , t ) <+ ∞ ,从而对任给时刻 t> 0, I ( t ) <+ ∞ , G( t ) <+ ∞ .
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特取 T 0 =∫+ ∞I
0
ds
as1+ T - λ1s ,则由T> 0知 T 0 <+ ∞ ,从而 G( T0 ) <+ ∞ .
由于 1≤ f ( I ( t ) )f (G( t ) ) ,两边在 ( 0, T0 )上积分 ,得
　　　 T0≤∫T00 f ( I )f (G) dt =∫T00 dGf (G)= = = =令 G(t )= s∫G( T0)G( 0) dsf (s )
　　　 =∫G( T0)I
0
ds
as1+ T - λ1s <∫+ ∞I 0 dsas1+ T - λ1s = T0
导致的矛盾说明 ,存在某一时刻 T <+ ∞ ,使得
　　　 lim
t→ T-
supK u (x , t )= + ∞
即问题 ( 1)不存在全局解 .
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Abstract　 The nonexistence of g lobal solution fo r a semi linear parobolic equation
had considered by Pao and there w as a problem in his paper: whether the g lobal solution exist
w hen initial v alue u0 ( x ) belong to [A ,B ]? In this paper the measure o f [A ,B ] will be de-
creased, and thus, a par tial answ er to Pao′s problem w as obtained.
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